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Indledning

Folgende notat undersgger via Monte Carlo simulationer konsekvenserne af at bruge et
Tornqgvist- eller et Paasche- kaedeprisindeks i stedet for det teoretisk korrekte CES-prisindeks
i estimationen af CES produktionsfunktioner. | notatet undersgges dette bade for en model

med og uden teknologisk fremskridt.

CES-prisindekset er det korrekte i ligeveegt, men i estimationsgjemed er der en stor ulempe
forbundet med dette prisindeks. Ulempen bestar i, at CES-prisindeks er endogent, da det
afheenger af de estimerede parametre. For at forenkle estimationen veelges det ofte at
anvende et alternativt prisindeks, der ikke afhaenger af de estimerede parametre.

Indledningsvist skal det bemeerkes, at den ikke-naestede CES produktionsfunktion kan
estimeres uden brug af CES prisindekset, men da fokus for dette papir netop er CES-
prisindekset er denne metode ikke benyttet. Den ikke-nestede produktionsfunktion er valgt
udelukkende for at simplificere notationen og Monte Carlo eksperimenterne. Resultaterne fra
papiret kan generaliseres direkte til det nestede tilfeelde. Analysen er relevant, da et nestet
CES produktionsfunktion vil afheenge af CES-prisindeket.

Constant Elasticity of Substitution produktionsfunktion

Falgende opskriver CES, Constant Elasticity of Substitution, produktionsfunktionen med og
uden et teknologisk fremskridt. Den klassiske CES produktionsfunktion med 2 input faktorer,

fx arbejdskraft og kapital, kan skrives som:

1 1 o1 3\s
(0.1) F(xl,t,xz,t)=y=(71"xl,? +77%7 j :

Hvor y er outputtet, X, og X, er de to input-faktorer og hvor yog o er parametre. ¥

bestemmer den optimale fordeling af inputs og o bestemmer den (konstante)
substitutionselasticitet mellem inputs. | Bilag 1 gennemgads lgsningen af Lagrange-
optimeringsproblemet, som fremkommer nar man har en CES- produktionsfunktion med 2
input og skal bestemme de optimale niveauer af produktionsfaktorer. For et givet output, y, er

det optimale niveau for x, og x, givetved:

* - p - * - p -
X1t :y71(%] 1 Xyt :yyz(%] )
plz,t plz,t

ces
12,t

hvor p;>°, er et CES prisindeks, der er givet ved:
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1-o )1/(1—0')

(0.2) plc;,st = (7/1p11,_t0 + 7P,

Det geelder ogs4, at det optimale forhold mellem produktionsfaktorerne er givet ved:

(0.3) Xie = [ﬁ} (&]
Xo 72 P,

Hicks -neutralt teknologisk fremskridt

*

Over tid ma& det formodes at produktionen har oplevet et teknologisk fremskridt,
produktionsfunktionen er med andre ord ikke konstant over tid. Det klassiske eksempel er, at
inputtet af arbejdskraft i princippet kan veere konstant bade i maengde og pris, men alligevel
give anledning til foraget output, fx pga. kurser. En made at korrigere for teknologisk
fremskridt er, at opggre alle inputs i effektive enheder, men dette er ofte ikke tilgeengeligt i
data og derfor veelges det ofte at approksimere det teknologiske fremskridt med trends.

Hvis data indeholder teknologisk fremskridt og der ikke tages hgjde for dette i estimationen,

vil det resultere i ustabile estimater af parametrene.

| det fglgende udvides den nestede CES produktionsfunktion med et Hicks og Harrod- neutral
teknologisk fremskridt. Et teknologisk fremskridt anses for hicks-neutralt hvis fremskridtet ikke
pavirker balancen mellem inputfaktorerne i produktionsfunktion. Det antages, at
produktionsfunktionens teknologiske fremskridt fglger en log-lineaer og/eller en ikke-lineaser

trend.

En CES produktionsfunktion med 2 input og hicks-neutralt teknologisk fremskridt, At , er givet

ved:

1 o1 1 o1 Yo
(0.4) F(Xl,t’XZ,t):yt :(710 (eitxl,t) 7 +7° (eltxz,t) j ’

Bilag 2 gennemgér optimeringsproblemet. Med hicks-neutralt teknologisk fremskridt er det

optimale input givet ved:

- -o
* T Jt(o-1) pl,t * T At(o-1) pZ,t 1
(0'5) Xl,t =ye 71 CES—hicks 'Xz,t =ye 72 CES—hicks !
plZ,t p1z,r

ces—hicks

Hvor py,, er et CES prisindeks, der er givet ved

! | Bilag 2 er ligning (0.5) reduceret yderligere, men til nedenstdende Monte Carlo eksperimenter er dette
udtryk mest hensigtsmeessig.
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1
CES—hicks At(o-1) ,1-0

R e il

Igen geelder det at optimale forhold mellem produktionsfaktorerne er givet ved ligning (0.3)

Harrod -neutralt teknologisk fremskridt

Et teknologisk fremskridt anses for Harrod-neutralt hvis fremskridtet kan pavirke balancen

mellem inputfaktorerne i produktionsfunktion.

En CES produktionsfunktion med 2 input og Harrod-neutralt teknologisk fremskridt er givet

ved:

1 o1 1 -1 \o1
(0.6) F(Xl,t’xz,t ) =V = [}/10 (eﬂirxl,t) 7 +)° (e%txz,t) 7 J ,
Bemeerk; at hvis ﬂ,l :ﬂz er ligning (0.6) lig med ligning (0.4) og produktionsfunktion er derfor

Hicks—neutral. Hvorimod er A #4,, kan balancen mellem inputfaktorerne i

produktionsfunktion blive pavirket af det teknologiske fremskridt.

Bilag 2 gennemgar optimeringsproblemet for en produktionsfunktion med Harrod -neutralt
teknologisk fremskridt. De optimale inputfaktorer i niveau er givet ved:

T t(o-1) P ; T tlo-1) P,
(07) Xl,f =ye 7/1 (pces—harrold J ’XZ,f =ye ]/2 [pces—harro/d ] !

12,t 12,t

CES—harrold __ MAt(o-1) 1-0

1
1) 1-0 \1-o
Hvor p{fs ™ =(,e* Vpy 7 + y, e Ve e

Det optiamle forhold mellem produktionsfaktorerne er under antagelse af Harrod -neutralt

teknologisk fremskridt givet ved:
(0.8) & _ e(ﬂi—ﬂz)t(a—l) (ﬁ] [&] .
Xz't 72 p2,t

Valg af alternativt prisindeks

Det fremgar af ovenstdende afsnit at, den optimale input til produktionsfunktionen afhaenger
af et CES prisindeks af inputpriser. Dette prisindeks er det korrekte i ligeveegt, men i

estimationsgjemed er der en vis ulempe forbundet med dette prisindeks. Ulempen bestar i, at
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CES-prisindekset er endogent da det afheenger af de estimerede parametre, dette gar

regressionen meget ikke-lineser og besveerliggar derfor estimationen.

For at forenkle regressionen veelges det at anvende et alternativt prisindeks, der ikke
afheenger af de estimerede parametre. | naerveerende notat er Torngvist- og Paasche-

keedeprisindekset valgt som en approksimation for det teoretisk korrekte CES prisindeks.
Tornqgvistkeedeprisindeks er defineret som:

(0.9)

1 P1t1%1, L Py 1 P2 1%t L PaiXoy
. . . . p 2\ preaXipatPrpaXopa PreXeetPaeXos p 2\ PrpaXi g P2 paXo pq PreXeetPaeXo s
Térnqvist __ _Tornqvist 1,t 2,t
p12,t - p12,t—1

1,t-1 Pysq

Paaschekaedeprisindeks er defineret som:

X, +p, X
Paasche Paasche pl,t 1,t 2,t772,t
(0.10) Py =P ( j

pl,t—lxl,t + p2,t—1X2,t

Fordelen ved at bruge prisindeksene er som naevnt, at de kan bestemmes pa baggrund af

observerede priser og maengder, og kan derfor betragtes som eksogene i selve estimationen.

Torngvistprisindekset er et superlativt prisindeks og dermed en god approksimation til et
vilkarligt prisindeks. Idet Torngvistprisindekset behandler priser og meengder ligeligt pa tveers
af perioder, og omkring det samme punkt er Torngvistprisindekset en andenordens
approksimation til dobbeltdifferentiable funktioner. Dette betyder, at selvom man er langt fra
ligeveegten kan  Torngvistprisindekset stadig veere en god approksimation.
Paaschekaedeprisindeks har mange af de samme fordele som Tdérngvistprisindekset, men er
ikke helt sa fleksibelt, Paaschekaedeprisindeks er det officielle Nationalregnskabs prisindeks,

og derfor almindelig kendt og udbredt.

Monte Carlo eksperiment.

Falgende afsnit undersgger, via Monte Carlo eksperimenter, konsekvenserne af at bruge et
Torngvist eller Paasche - kaedeprisindeks i stedet for det teoretisk korrekte CES prisindeks i
estimationen af CES produktionsfunktion. Dette undersgges bade for en model med og uden

teknologisk fremskridt.

> For mere information om aggregerede prisindeks se Danmarks Statistiks dokumentation om
Forbruger- og Nettoprisindekset kapitel 6:
http://mww.dst.dk/pukora/epub/upload/8679/helepubll.pdf


http://www.dst.dk/pukora/epub/upload/8679/helepubl1.pdf
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Den data genererende proces.

Data konstrueres med udgangspunkt i de ovenover beskrevne CES produktionsfunktioner
med 2 inputfaktorer, jf. ligning (0.1), ligning (0.4) og ligning (0.6). | udgangspunktet er data

konstrueret over 100 perioder.
Priserne pa de 2 input, p,. 09 p,., er i periode t=1 nummeret til 1, vaeksten i priserne er

trukket fra en normalfordeling med eksogen middelveerdi, (, og varians, a)j :
P, =1

p,, =P, +Ap,, for t>1

Hvor i={1,2} og Ap,, ~N(,u,a)p).

Nu kan det generelle Harrod CES-prisindekset konstrueres:

1

CES—harrold __ Mtlo-1), 1-c Mt(o-1), 1-0 \1-o
P = (1€ Pl + ey,

Hvor y,,/”tiog o er eksogene parametre. Bemeerk at /1,.:0 giver det normale CES

prisindeks og 4, = A4, giver hicks — CES prisindekset.

Endelig kan de optimale inputsandele bestemmes:

-0
X. p.
it _Atlo-1) it
=e 71 ( ces—harrold ] + 6i,l‘

XlZ,t 12,t
Hvor €, ~InN(0,, ) for i ={1,2}

Med udgangspunkt i det genererede data, konstrueres Tornqvistkeedeprisindekset og

Paaschekaedeprisindekset ud fra henholdsvis ligning (0.9) og (0.10).

| Eksperimentet er vaeksten i priserne trukket fra en normalfordeling med middelvaerdi,p=0,02,
og varians w? = 0,009, med andre ord antages det at der i gennemsnit er 2 procent vaekst i
priserne. Figur 1 viser seks realiseringer af denne proces. Det ses fra figuren at processerne

tilneermelsesvis minder om den man ser i data.
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Figur 1. Seks realiseringer af priserne med veekst Ap, ~N(0.02,0.06)
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Den optimale fordeling af inputs er valgt til ¥, =0.5, substitutionselasticiteten er valgt til
0 ={0.8,1.8}. Eksperiment er udfgrt under antagelsen af ingen teknologiske fremskridt i

produktionsfunktionen, /1, =0, under antagelsen om Hicks-neutralt teknologisk fremskridt,

A, =4, #0, og endelig Harrod-neutralt teknologisk fremskridt, A, # A, .

Estimation

De teoretiske optimale inputfaktorer til CES produktionsfunktion med teknologisk fremskridt,

ligning (0.7), omskrives til falgende regressionsligningenssystem:

X*
log| = log| 2
X lo t p.
(0.11) 1*“ = g(}/l) +(G—1){;Ll ]—G e +¢€
X, log(7,) At P, ,
Iog o Iog inallex
XlZ,t plZ,t

Hvor, 7,4, 08 0 er parametrene der gnskes estimeret, bemeerk at o er en felles

index

parameter der bestemmes simultant i systemet. p;,,” er det alternative eksogene prisindeks,

index

der erstatter det teoretisk korrekte CES-prisindeks, piy: ={p ™", prss"°}. Det ikke-

lineaer system estimeres med OLS via R pakken systemfit®

® http://cran.r-project.org/web/packages/systemfit/systemfit. pdf


http://cran.r-project.org/web/packages/systemfit/systemfit.pdf
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Den data generende proces og estimationen gentages 10.000 gange, for hver af

gentagelserne gemmes de estimerede parametre, y;,A;i og o  Derudover gemmes

standartfejlen pa parametrene.

Resultater

Monte Carlo resultaterne kan ses i Bilag 3 til Bilag 5. | tabellerne er der rapporteret fglgende:

Den faktiske parametre veerdi, £ * der er brugt i den data generende proces, og

gennemsnittet af parameterestimateterne over de 10.000 gentagelser, mean( ﬂ) .
standartfejlen af parameterestimateterne over de 10.000 gentagelser, std ( ﬂ) og endelige
gennemsnittet af standart fejlen over de 10.000 gentagelser, mean(v) °

| Bilag 3 ses at estimationen af CES produktionsfunktionen uden teknologiske fremskridt ikke
giver anledning til en bias i estimation af parametrene. Dette geelder bade nar
Torngvistkeedeprisindekset eller Paaschekaedeprisindekset bruges som det alternative

prisindeks til CES- prisindekset.

| Bilag 4 ses resultaterne af Monte Carlo eksperimentet med CES produktionsfunktionen med
Hicks neutralt teknologiske fremskridt. Estimationen af parametrene giver et ikke-biased
estimat. Det skal dog bemeerkes dog at parameteren for det teknologiske fremskridt er
estimeret med modsat fortegn. Det forklares af ligning (0.35), hvor det ses at A ingen gar
med et negativt fortegn. lgen ses det, at der ikke er den store forskel mellem brugen af de to

eksogene prisindeks.

| Bilag 5 ses resultaterne af Monte Carlo eksperimentet med CES produktionsfunktionen med
Harrod neutralt teknologisk fremskridt. Generelt er konstant-ledet og parameteren for det
teknologiske fremskridt estimeret med stor usikkerhed og bias. Det skal dog bemaerkes, at
estimatet af disse parametre er ens med de to prisindeks, hvilket kunne tyde pé en forkert
fortolkning af parametrene i regressionsligningen. En dybere forstdelse af fortolkningen af
disse parametre kunne veere et oplagt emne for et fremtidigt notat. Ofte er det
substitutionselasticiteten vi er interesseret i, og derfor kan et uforstaeligt estimat af konstant-
leddet og trendparametrene maske accepteres, hvis substitutionselasticiteten er estimeret

preecist og uden bias.

“ B er parametervektoren S =(/1,. Vi O') for i={1,2} og f er den estimerede parametre vektor
hvor ﬂ:(;l,- ;A/i G).

® v er standartfejl vektoren v=(std(l[) Std(}/,) std(a)) for i={1,2}, og v en vektor med
de estimerede er standart fejl.
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Estimationen af substitutionselasticiteten, o, giver generelt et ikke-biased estimat. Men det
ses, at for en datagenerende proces med en substitutionselasticitet 0.8 medfgrer estimation
med et Paacheindeks en positiv bias p& 0.1. Forklaringen herp& er at Paacheindekset er en
darlige approksimation for CES prisindekset ndr CES produktionsfunktionen har et Harrod
neutralt teknologisk fremskridt og en substitutionselasticitet er teet pa 1. Dette udbydes i

punktdiagrammerne,

Figur 2. Her er Monte Carlo eksperimentet gentaget for 60 forskellige veerdier af
substitutionselasticiteten, med veerdier fra 0.02 til 3. De andre parametre er valgt som i det

forrige Monte Carlo eksperiment®, og som fagr er eksperimentet udfgrt bade for

Torngvistkeedeprisindekset og Paaschekaedeprisindekset.

Figur 2, viser de faktiske veerdier af substitutionselasticiteten pa x-aksen og de estimerede
veerdier pa y-aksen. Hvis substitutionselasticiteten er esitmeret uden bias vil den rgde linje

falge 45-grader linjen. De punkterede linjer angiver 95% - konfidensintervallet pa estimatet.

Figur 2. Monte Carlo eksperiment — Substitutionselasticitetsestimater for en CES-
produktionsfunktion med Harrod neutralt teknologisk fremskridt.
Paaschekaedeprisindekset (venstre) og Torngvistkaedeprisindekset (hgjre)
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De punkterede linjer angiver 95% - konfidensintervallet pa sigma estimatet. 95% - konfidensintervallet
for Torngvistkeedeprisindekset er for sigma = 0.97 lig (17.159, -19.134) og for sigma = 1.02 lig

(26.642,-28.924).
Kilde: Egene beregninger.

Fra

Figur 2 ses det, at esimationen af substitutionselasticitets nar denne er teet pa 1 giver det
anledning til en bias. Det ses at Paascheindekset fra 0 gdende imod 1 har en tendens til at
resultere i et estimat af sigma med en negativ bias hvorimod der fra 1 og fremefter er en

tendens til at biasen er positiv. | forhold til Torngvistindekset ses det, at Paascheindekset har

°y,=7,=log(0.5),4,=0.10g 4 =-0.1
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et stgrre interval omkring 1 hvor sigma er estimeret med skaevhed, med andre ord ser det ud
til at Torngvistprisindekset kun resulterer i en lille bias omkring 1. Térnqvistprisindekset giver
dog anledning til meget stor usikkerhed i estimatet omkring 1, s& meget at estimatet ikke er
signifikant forskelligt fra nul pa et 5% niveau. Dette kan betyde at man fejlagtigt, restrikterer

Cobb Douglas produktionsfunktionen til en Leontief produktionsfunktion.

Konklusion

Notatet opstiller en CES-produktionsfunktion med 2 input og teknologisk fremskridt, der
udover undersgges via Monte Carlo simulationer konsekvenserne af at bruge et Tdorngvist
eller et Paasche keedeprisindeks i stedet for det teoretisk korrekte CES-prisindeks i

estimationen af denne CES produktionsfunktion.

Hvis den data genererende fglger en CES-produktionsfunktion uden eller med Hicks neutralt
teknologiske fremskridt ser det ud til at de alternative prisindeks ikke medfgrer nogen
naevneveerdig bias i estimaterne. Indeholder data derimod et Harrod neutralt teknologisk
fremskridt, bliver estimatet af paramenterne for den optimale fordeling af inputs og det

teknologiske fremskridt estimeret med stor bias.

Uafhaengigt af det teknologiske fremskridt ser det wud til at estimatet af
substitutionselasticiteten, hvis den ikke er taet pa 1, ikke giver anledning til en bias. Hvis data
har en et Harrod neutralt teknologisk fremskridt og substitutionselasticiteten er taet pa 1 giver
estimation med et Paascheprisindeks en stgrre bias end estimation med et

Torngvistprisindeks, men estimaterne med Tornqvistprisindeks er dog mere usikkert bestemt.



\ Side 12 af 20

Bilag 1. CES produktionsfunktion med 2 input.

| det fglgende gennemgas Igsningen af Lagrange-optimeringsproblemet, som fremkommer
nar man har en CES produktionsfunktion med 2 input og skal bestemme de optimale niveauer
af produktionsfaktorer.

For et givet output,y, , @nsker brancherne at minimere udgifterne til input 1 og 2 (x1,x,) .

Optimeringsproblemet er givet ved:

minp, x, +p,X,
X1.%y

0.12) 1o 1 o\oa L
St.[]/l"xl +7,°%, j =y

Hvor p, og p, prisen pa henholdsvis input 1 og 2, y er outputtet, X, og X, er de to input-
faktorer og hvor ¥y og o er parametre. ¥ bestemmer den optimale fordeling af inputs og o

bestemmer den (konstante) substitutionselasticitet mellem inputs.
Pa baggrund af dette kan fglgende Lagrangefunktion, L, opskrives:
1 o-1 o-1 ‘i

1 o1 1 o-1\e1 _
(0.13) L:plxl,t+p2X2,t_r (710)(1,? +7,° %7 j Vi

Hvor I' er Lagrange multiplieren.

Farste-ordensbetingelserne til Lagrangefunktion er givet ved:

oL oo
(0.14) ax_:pn x5 Y. =0

1t

oL oo
(0.15) ax_:pz,t ~V3 XY =0

2,t

o _( B L

(0.16) E: Vi0Xe T X V=

Fra ligning (0.14) og (0.15) fas det optimale forhold mellem produktionsfaktorerne:

(0.17) h = {ﬁj (&]
X5 ¢ 72 P,

*



Side 13 af 20

Ligning (0.17) indsaettes i udtrykket for)_/t , ligning (0.16) og man kan bestemme det optimale

produktionsfaktorniveau (X1 01Xy 1)

o

1 1-o 1-o
* T 15 P,
Xpe =Yl ? [&1 j +t1 <
(0.18) VEWANLY:
e ||
y7
=2
1 1-o %
=y (%j{ﬁ’u} +1| <
2t t
(0.19) V2 )\ Pay
p;,

t
=y
v pri D

ces ces

hvor pgs’. er et CES prisindeks, der er givet ved ps’. =(y,01." +7,0,.")

1/(1-o)
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Bilag 2. CES produktionsfunktion med 2 input og teknologisk

fremskridt.

| det falgende gennemgas lgsningen af Lagrange-optimeringsproblemet, som fremkommer
nar man har en CES produktionsfunktion med 2 input og teknologisk fremskridt og skal

bestemme de optimale niveauer af produktionsfaktorer.
For et givet output, y, @nsker brancherne at minimere udgifterne til input 1 og 2 (x1,x,).
Optimeringsproblemet er givet ved:

minp, X, +p,X,
X1.,Xy

(0.20) 1 o-1 1 o-1\o1 _
st.[;/l" (e‘itx1 )T +7,° (e%txz )”j =y

Pa baggrund af dette kan fglgende Lagrangefunktion, L, opskrives:

1 o1 1 o1 \o1 _
(0.21) L=p,x,, +p,x,, —T (yla(e“xl)“ +;/2“(eﬂ?tx2) ] —v. |,

Hvor I' er Lagrange multiplieren.

Farste-ordensbetingelserne til Lagrangefunktion er givet ved:

oL Lot A
(0.22) aX_Zpl't -yce ° xlift A =0
1t
oL Lot A
(0.23) aX_sz't -yse ° Xzi‘t A =0
2t
oL 1 o1 1 o1 \e1  _
(0.24) E:(7/1" (e“xl) T +p,° (eﬂﬂtxz) o -y,=0

Fra ligning (0.22) og (0.24) fas det optimale forhold mellem produktionsfaktorerne:

(0.25) Xup _ glurallo) [ A j ( P J
Xz/t }/2 p2,t
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Ligning (0.25) indsaettes i udtrykket for)_/t , ligning (0.24) og man kan bestemme det optimale

produktionsfaktorniveau (x, , , x; , )

1 o-1 1 o1 \o-1  _
no (e x) 7 +n (e, ) | =ne
o
o1 \e1
1 o-1 1 Jot(o-1) I o
* - e }/ p * -
At Aot 2 2,t .
7° (e Xl,t) 7+ e to-1) | 1t =Y. <=
& 7n)\p
1 1t
9
E o-1
1 o-1 1 o-1 1- eﬂ,zt(o—_l) p -0 o _
Mot \ oo - T Jot 2,t * _
710(8 Xl,t)g +720725710 € t(o-1) 1t _ytc>
A
€ P,
(o
o1 \g1
1 At(o-1) 1 Aot(c-1) 0\ o
e e Ve s e Pa iy
(0.26) Xyt 7.°e 7 +=ycle Ait(o-1) =Y
71 € Py
Bemaeerk at:
1 1 1412 197t
O — o J— o p— o
i =N =N =7
_o-1
=y °
Dette indseettes i ligning (0.26).
o
o1 \o1
t(o-1) -1 ) o
* -1 e : At eﬂzt(a ) P, .
X171 V1€ +7,| € Jit(o-1) =V =
e Py
o
t((Tfl)Ll 1-o E
Aytlo-1) W ™ (p -
* 2t _
(0'27) Xl,t71 7/16 ‘ + 728 7 o—1 - yt
%t(a—l)T pl ‘
e ,
Bemaeerk at:
Lit(o-1) /111“(0'—1)l L _ A,lt(a—l)_o%lt(a—l) At(o-1)(1-0)
g AeTIEAN) | o1, o o _ephtloly o

e ¢ =e
—At(o-1)(c-1)
— eﬂ,lt(cr—l)e o
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Dette indseettes i ligning (0.27):

o
-1 Y
_ L Atlo-1)T= 1-o o1
. » eth(o' 1) ﬂ,zt%l e o pZ,t -
Xl,tyl 71 At(o—-1)(o-1) +7/2e _yt —
Ano-he—d atle-1 "=\ p
e o 1t
o
1-o
-1 o-1
. Z,Zt— Aot(o— 1) p -
t(o-1) t(o-1) 2t _
(0.28) X, ey et Ly et e 2L =y,

Bemeaerk at:

PR RO SR NPT i QR Gl Gl ) At((o1)o-1(o-1)  Aat{o’ o)

=e o =e o =e o
— phtlel)
Dette indseettes i ligning (0.28):
1-o ﬁ
X, t71 o itlo1) 7/1€M(J_1) n 726221“(0—1) ( P, ¢ j =y, &
Py
1-o 1-o i
“7/1 e atlo-1) ylem(o—l) (&] +yzeﬂzt(a—1)[ﬂj =y, <
1,t pl,t
(c-1) [ .—~(1-0) t(o-1) 1o o-1) 1-6\\o-1 _
(0.29) 1r71 e (pl,t (71 pi: t7.€ Al )pz,r )) =Y
CES prisindekset defineres som:
L
(0.30) P =(72€" 0L + 1,y e

CES prisindekset indsaettes i ligning (0.29) :

o
ﬂ,lt(d )(,,-(1-0) (1-0) \o-1 _ |,
1t71 (pl,t Uplz,r ) _yt =
o
(0-1) o1
p—tlo-) Py .
1 t7/1 . (o-1) =Y

p12,t
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Det optimale produktionsfaktorniveau for x; er herved givet:

p12,t

(0.31) XI,t = ;r71821t(6_1) (—pl't J

Pa lignende made kan det optimale produktionsfaktorniveau for x;t findes til:

(0.32) £¢=ineWW“[££J
p12,t
Antages et Hicks- neutral teknologisk fremskridt geelder det:

(0.33) A=A =2

Det optimale forhold mellem produktionsfaktorerne reduceres til:

X5 ¢ 7> P,

Det optimale produktionsfaktorniveau af X:lt under antagelsen omkring et Hicks- neutral

(0.34)

teknologisk fremskridt, findes ved at indsaette antagelsen (0.33) i ligning (0.31):
X:,r — ;tylelt(a—l) pl,t - PN
-4 1-o 1-0 \1—o
e t(71p1,t +7,P; )1

12,t

* - _ p -
(0.35) X, =V.7,e “L 2;2]

1
CES

Hvor CES prisindekset er givet ved: py,, = ( 70+ 7,05 )E :
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Bilag 3. Monte Carlo — Intet teknologisk fremskridt.

Paasche 7, 7, o A |4

ﬂ -0.693 | -0.693 | -0.800 | 0.000 | 0.000

mean(ﬂ) -0.689 | -0.689 | -0.799 | 0.000 | 0.000

std (ﬁ) 0.008 | 0.008 | 0.040 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000

Tornguist | 7, 7, o A4

ﬂ -0.693 | -0.693 | -0.800 | 0.000 | 0.000

mean(ﬂ) -0.693 | -0.693 | -0.799 | 0.000 | 0.000

std(ﬁ) 0.007 | 0.007 | 0.041 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000

Paasche

el v | o | A A

ﬂ -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.000 | 0.000

mean(ﬂ) -0.672 | -0.672 | -1.783 | 0.001 | 0.001

std(ﬁ) 0.015 | 0.014 | 0.042 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000

Torngvist | 7, 7, o A4

ﬂ -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.000 | 0.000

mean(ﬂ) -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.000 | 0.000

std(ﬁ) 0.008 | 0.008 | 0.040 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000
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Bilag 4. Monte Carlo — Hicks neutralt teknologisk fremskridt.

Paasche 7, 7, o A A

ﬂ -0.693 | -0.693 | -0.800 | 0.100 | 0.100

mean(ﬂ) -0.689 | -0.689 | -0.798 | -0.100 | -0.100

std (ﬁ) 0.008 | 0.008 | 0.040 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000

Tornguist | 7, 7, o A A,

ﬂ -0.693 | -0.693 | -0.800 | 0.100 | 0.100

mean(ﬂ) -0.693 | -0.693 | -0.800 | -0.100 | -0.100

std(,B) 0.007 | 0.007 | 0.040 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000

Paasche 7, 7, o A A,

ﬂ -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.100 | 0.100

mean(ﬂ) -0.672 | -0.672 | -1.783 | -0.099 | -0.099

std (ﬂ) 0.015 | 0.015 | 0.042 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000

Toérnquist | 7, 7, o A A

ﬁ -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.100 | 0.100

mean(ﬁ) -0.693 | -0.693 | -1.799 | -0.100 | -0.100

std(ﬁ) 0.008 | 0.008 | 0.040 | 0.000 | 0.000

mean(v) 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.000 | 0.000




\ Side 20 af 20

Bilag 5. Monte Carlo — Harrod neutralt teknologisk fremskridt.

Paasche 7, 7, o A4

ﬂ -0.693 | -0.693 | -0.800 | 0.100 | -0.100

mean(ﬂ) -1.406 | -1.494 | -0.924 | 0.036 | 0.076

std (ﬁ) 0.119 | 0.077 | 1.016 | 0.003 | 0.001

mean(v) 0.004 | 0.003 | 0.095 | 0.000 | 0.000

Tornguist | 7, 7, o A A,

ﬂ -0.693 | -0.693 | -0.800 | 0.100 | -0.100

mean(ﬂ) -1.414 | -1.499 | -0.805 | 0.036 | 0.076

std(,B) 0.118 | 0.076 | 1.024 | 0.003 | 0.001

mean(v) 0.004 | 0.004 | 0.096 | 0.000 | 0.000

Paasche 7, 7, o A A,

ﬂ -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.100 | -0.100

mean(ﬂ) 0.507 | 0.401 | -1.734 | -0.094 | -0.254

std (ﬂ) 0.088 | 0.135 | 0.770 | 0.001 | 0.003

mean(v) 0.002 | 0.003 | 0.047 | 0.000 | 0.000

Tornqgvist 7 7, o 21 ﬂ'z

ﬂ -0.693 | -0.693 | -1.800 | 0.100 | -0.100

0.488 | 0.388 | -1.791 | -0.094 | -0.254

mean( ﬁ)

0.093 | 0.131 | 0.746 | 0.001 | 0.003

std( ,B)

0.002 | 0.003 | 0.046 | 0.000 | 0.000
mean ( V)




